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$|1+q^{n}-N_{n}|\leqq 2g\cdot q^{n}\tau$ (1)
.
(1) : $k$ $C/k$ $k$ $q,$ $C$
$g,$ $k$ $n$ $k_{n}$ $C$ $k_{n}$ $N_{n}$ .
Andre Weil $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $ax^{3}-by^{3}\equiv 1$ $(mod p)$ Gauss






















$u=q^{-s}$ . $P(u)$ $2g$ .
$Riemann$ $P(u)$ $u$ $q^{-\frac{1}{2}}$ $*$2.
. $\delta$ $C$ , $\iota$ $C$ Frobenius
.





.$2g\cdot x^{2}+2\sigma(\iota^{n})\cdot xy+2gq^{n}\cdot y^{2}\geqq 0$ (3)
(3) (1) .
$d[ \log P(u)]=-\sum_{n=1}^{\infty}\sigma(\iota^{n})\cdot u^{n}\cdot\frac{du}{u}$ .




. modulop $*$ 3.
(1) $q=p,$ $n=1,$ $g=1$ .
3
1. $ax^{3}-by^{3}\equiv 1(mod p)$ $p=3n+1$
Disquisitioes 358 . Gauss $[$3] 1 445 .
2. $ax^{4}-by^{4}\equiv 1$ $(mod p)$ 4 (memoir) . Gauss $[$3]
2 67 92 .
3. $y^{2}\equiv ax^{4}-b(mod p)$ (Tagebuch) . Gauss [3] 11 571
572 .







$ax^{3}-by^{3}\equiv 1$ $(mod p)$ $p=3n+1$
$ax^{4}-by^{4}\equiv 1$ $(mod p)$ $p=4n+1$
$ax^{3}-by^{3}\equiv 1$ $(mod p)$
Gauss .
Eichler [5] 322 Gauss
$f(x, y)=x^{2}y^{2}+x^{2}+y^{2}-1\equiv 1$ $(mod p)$
Riemann (1) . ,
$|1+p-N|\leqq 2\cdot p$
*4.
Herglotz $*5$ . Herglotz[6] .
7
$\sum_{n=1}^{\infty}n^{-s}$ $\Re s\leqq 1$ . $\Re s>1$ .
$s$ Riemann ?
Cauchy $\int_{0}^{\infty}\frac{\sin x}{x}dx$ (1825 ).
$\int_{0}^{\infty}x^{s-1}e^{-x}dx$ Riemann
$\int_{C}(-x)^{s-1}e^{-x}dx$ . $(-x)^{s-1}$ $=e^{(s-1)\log(-x)}$ Riemann
. 1859 Euler $\zeta$ $s$
,
. Riemann [1] .
. 2 .
$*4$ 1
$*5$ E.Artin . Emile Artin .
91
Betrachtet man nun das Integral
$\int\frac{(-x)^{s-1}dx}{e^{x}-1}$
von $+\infty$ bis $+\infty$ positiv um ein Gr\"ossengebiet erstreckt, welches den Werth $0$ , aber
keinen andern Unstetigkeitswerth der Function unter dem Integralzeichen im Innern
enth\"alt, so ergiebt sich dieses leicht gleich
$(e^{-\pi si}-e^{\pi si}) \int_{0}^{\infty}\frac{x^{s-1}dx}{e^{x}-1}$ ,
vorausgesetzt, dass in der vieldeutigen Function $(-x)^{s-1}=e^{(s-1)\log(-x)}$ der Loga-
rithmus von $-x$ so bestimmt worden ist, dass er f\"ur ein negatives $x$ reell wird. Man
hat daher
2 $\sin\pi s\Pi(s-1)\zeta(s)=i\int_{\infty}^{\infty}\frac{(-x)^{s-1}dx}{e^{x}-1}$ ,
das Integral in der eben angegebenen Bedeutung verstanden.


















$\int_{\infty}^{0}\frac{x^{s-1}}{e^{x}-1}dx$ $\int_{0}^{\infty}\frac{(xe^{2\pi i})^{e-1}}{e^{x}-1}dx$ $*6$
$\int_{C}\frac{(-z)^{s-1}}{e^{z}-1}dz=(e^{2\pi is}-1)\Gamma(s)\zeta(s)$
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